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渐变气隙结构下单相无刷直流电机齿槽转矩解析建模

苏艳， 王喜莲， 赵海洲， 马彦深
（北京交通大学 电气工程学院，北京 100044）

摘 要：齿槽转矩的准确计算是解决单相无刷直流电机起动死点问题的基础。 针对单相无刷直流
电机有限元建模繁琐耗时的问题，建立渐变气隙结构下单相无刷直流电机齿槽转矩的解析模型。
首先推导渐变气隙结构下气隙磁密的解析表达式，并利用能量法推导齿槽转矩的解析表达式，对其
中的气隙磁密和有效气隙长度函数进行简化和傅里叶分解，最终得到齿槽转矩的解析模型。 结合
自适应复化梯形算法对该解析模型进行计算，避免传统模型中变量物理意义模糊，造成普适性差、
预测精度低的问题。 将渐变气隙结构下齿槽转矩的解析结果与有限元结果对比，并重点分析过零
点偏移角度和峰值，验证所建立的齿槽转矩解析模型的正确性。 该解析模型能够利用计算机编程
实现快速准确地求解，且模型中各变量均与电机结构相关、物理意义清晰，便于设计人员优化齿槽
转矩时寻找各变量之间的规律。
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Analytical modeling of cogging torque of single-phase brushless DC
motor with gradient airgap structure

SU Yan， WANG Xilian， ZHAO Haizhou， MA Yanshen
（Department of Electrical Engineering，Beijing Jiaotong University， Beijing 100044， China）

Abstract：Accurate calculation of cogging torque is the basis for solving the dead point problem in the
start-up of single-phase brushless DC motor. Aiming at the problem of cumbersome and time-consuming
finite element modeling of single-phase brushless DC motor， an analytical model of the cogging torque of
single-phase brushless DC motor with gradient airgap structure was established. Firstly， the analytical ex-
pression for the airgap flux density with the gradient airgap structure was derived. Then， the energy meth-
od was employed to derive the analytical expression for the cogging torque. Subsequently， the airgap flux
density and the effective airgap length function were simplified and Fourier decomposed. Finally， the an-
alytical model for the cogging torque was obtained. The analytical model of cogging torque was calculated
by the adaptive multi-segment trapezoidal algorithm to avoid the problem of poor generalization and low
prediction accuracy caused by the ambiguous physical meaning of the variables in the traditional model.
The analytical results of the cogging torque under the gradient airgap structure were compared with the fi-
nite element results， and the over-zero offset angle and peak value were analyzed to verify correctness of
the established analytical model of cogging torque. The analytical model can be solved quickly and accu-



rately by computer programming， and the variables in the model are related to the motor structure with
clear physical meanings， which makes it easy for the designers to search for the laws between the varia-
bles when optimizing the cogging torque.
Keywords：analytical model; finite element method; cogging torque; single-phase brushless DC motor;
start-up; gradient airgap

0 引 言

单相无刷直流电机（ single-phase brushless DC
motor，SPBLDCM）由于结构简单、成本低廉、转速上

限高等特点，被广泛应用于一些对动态性能无严格

要求的小功率家用电器中，如风机、水泵、光盘驱动

等[1 - 3]。 然而，在对称结构的 SPBLDCM 中，齿槽转

矩和电磁转矩的零点是重合的。 因此，当电机在不

通电的情况下，转子会稳定在磁阻转矩最小的位置，
即静止在齿槽转矩的零点位置;而当电机通电后，作
用在转子上的电磁转矩为 0，导致电机无法起动。
为了克服电机的起动死点问题，SPBLDCM通常采用

非对称定子结构，使得电机静止时的齿槽转矩发生

零点偏离，和电磁转矩的零点不再重合，此偏离角度

能够为电机转子提供一定的起动转矩，实现 SPBLD-
CM的自起动。

近年来，国内外学者围绕 SPBLDCM 本体结构，
利用有限元法（ finite element method，FEM）对齿槽

转矩做了大量的研究。 常用的不对称结构有阶梯

型、渐变型、不对称开槽、不对称极靴 4 种。 文

献[4]研究了这 4 种常见的 SPBLDCM 不对称结构，
研究结果表明，无论采用哪一种励磁方式，渐变型结

构能显著降低齿槽转矩峰值，但转矩脉动仍然较大。
为了优化齿槽转矩并减小转矩脉动，众多技巧性的

研究纷纷涌现。 文献[5]提出在定子交替使用均匀

齿和渐变型齿，因此总气隙长度比传统不等气隙小，
能够降低 48%的齿槽转矩和 40%的转矩脉动，从而

提高效率。 文献[6]提出在渐变气隙结构上增加薄

端倾斜，研究结果表明，该方法与锥形气隙相比，起
动转矩提高了 70%以上，齿槽转矩大幅降低。 文

献[7]提出定子凸极铁心分段的新型拓扑结构，通
过在每段选用不同的曲率半径，可以完全消除起动

死点的存在和削弱齿槽转矩，但这增加了定子铁心

的设计和生产难度。 文献[8]提出在定子齿表面增

加非对称半圆形辅助槽的设计，利用辅助槽尺寸及

位置以调整齿槽转矩谐波的相位，从而实现峰值转

矩削弱的效果。 在此基础上，文献[9]对半圆形和

矩形这两种辅助槽形状进行了对比分析，研究结果

表明，采用半圆形辅助槽能够更好地削弱齿槽转矩。
文献[10]通过优化极弧比，确保反电动势波形呈现

平滑的梯形形状，有效降低了电流谐波，在换向过程

中实现了平稳的转矩输出。 通过应用有限元法对

SPBLDCM的结构进行研究，能够精确地分析漏磁效

应、磁路饱和以及非对称齿槽结构等关键因素。 但

目前 Ansoft、Magnet 这些主流电机有限元分析软件

等均无现成的 SPBLDCM 模型，设计人员需要进行

大量的前处理，才能对 SPBLDCM 进行建模分析，整
个设计过程繁琐而耗时。

除了有限元法，解析法（analytic method，AM）也
被广泛地运用于电机的气隙磁场以及齿槽转矩的建

模计算中。 文献[11]结合能量法建立了渐变气隙

结构 SPBLDCM的齿槽转矩解析模型，但求解时需

要对气隙磁场能量逐次求导，较为复杂。 文献[12]
采用能量法经过傅里叶分解推导得出了齿槽转矩解

析模型，并通过泰勒级数展开对渐变气隙的气隙磁

导进行简化，该解析模型可定性分析齿槽转矩，但计

算量巨大且复杂，且泰勒级数只保留前两项，造成了

较大的计算误差。
有限元法虽然能够高精度地计算 SPBLDCM 的

磁场，但是当考虑电机优化时，由于有限元法难以将

分析结果与电机参数之间的内在联系描述清楚，若
仅采用有限元法会非常耗时且效率很低。 因此，利
用解析模型中各变量与电机结构参数联系强、能够

快速寻优的特点，可以在满足工程精度的情况下，利
用计算机编程快速求解获得电机最优的设计方案，
具有一定的应用价值。

本文首先建立渐变气隙结构下忽略齿槽效应的

SPBLDCM气隙磁密解析模型，并与有限元法进行对

比，以验证解析模型的正确性。 在此基础上，利用能

量法推导齿槽转矩的解析表达式，并对其中的气隙

磁密和有效气隙长度函数进行简化和傅里叶分解，
得到齿槽转矩的解析模型。 引入数值积分的自适应

复化梯形算法实现解析模型快速、精确地求解。 最

后将解析模型计算结果与有限元仿真结果对比，并
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对起动死点影响最大的齿槽转矩过零点偏移角度和

峰值进行分析，验证本文所建立的齿槽转矩解析模

型的正确性。

1 电机结构

本文以一台渐变气隙结构下径向充磁、圆筒形

内转子式的 SPBLDCM 为载体进行分析，电机模型

示意图如图 1 所示。 渐变气隙由偏心圆构成，X 为

定子齿内沿偏心圆弧的圆心在水平方向偏离电机中

心 O的距离;Rs为定子内径;Rm为永磁体外径;Rr为
永磁体内径;hm为永磁体厚度;g 为气隙长度，他是

一个与 θ有关的函数，且满足

Rs = Rr + hm + g（θ）。 （1）

图 1 渐变气隙结构下 SPBLDCM模型示意图

Fig. 1  Schematic diagram of SPBLDCM model with
gradient airgap structure

构成 SPBLDCM的主要结构参数如表 1 所示。

表 1 SPBLDCM主要结构参数

Table 1 Main structure parameters of SPBLDCM

  参数 数值

定子槽数 Ns 8

极对数 p 4

定子内径 Rs / mm 6

永磁体外径 Rm / mm 5. 5

永磁体内径 Rr / mm 3

永磁体厚度 hm / mm 2. 5

电机轴向长度 Lef / mm 23

永磁体材料 NdFe35

永磁体剩磁 Br / T 1. 23

为简化分析，对 SPBLDCM 模型作如下基本

假设：
1）忽略电机端部效应，磁场沿轴向均匀分布，

因此可使用二维平面模型来等效真实的三维模型;
2）将定子槽型等效为宽度与实际槽口相等、深

度为足够深的矩形槽;

3）忽略铁心磁阻，且铁心不会饱和，即电机定、
转子铁心的相对磁导率为无穷大;
4）永磁体的磁导率与空气相同，即 μr = 1;
5）忽略永磁体退磁效应，即退磁曲线为直线，

不考虑永磁体的涡流损耗。

2 渐变气隙结构下无槽 SPBLDCM
气隙磁密解析模型推导

  图 2 所示为渐变气隙结构下无槽 SPBLDCM 简

化模型及其对应的气隙长度波形。 为简化分析，假
定气隙长度在 1 个定子齿间距范围下呈线性变化，
则渐变气隙长度函数 g（θ）为

g（θ） =
gmax - gmin
π / p θ +

gmax + gmin
2 ，

- π2p ≤ θ≤
π
2p。 （2）

式中：gmin和 gmax分别为最小气隙长度和最大气隙长

度，mm;p为电机极对数。

图 2 渐变气隙结构下无槽 SPBLDCM简化模型及其对

应的气隙长度波形

Fig. 2  Simplified model of slotless SPBLDCM with
gradient airgap structure and its corresponding
airgap length waveform

当定子为无槽结构时，图 2 所示的气隙域Ⅰ和

永磁体域Ⅱ中的磁感应强度与磁场强度分别满足：
BrⅠ = μ0 HrⅠ，Rm ＜ r ＜ Rs;
BrⅡ = μ0μr HrⅡ + μ0M，Rr ＜ r ＜ Rm。

} （3）

式中： BrⅠ、BrⅡ 分别对应电机气隙域Ⅰ和永磁体

域Ⅱ的磁感应强度，T; HrⅠ、HrⅡ 分别对应气隙域Ⅰ
和永磁体域Ⅱ的磁场强度，A / m;μ0为真空下的磁导

率，μ0 = 4π × 10 - 7 H / m;μr为永磁体磁导率，μr =
1 H / m;M 为永磁体剩余磁化强度，A / m。

在二维极坐标下，M 可表示为

M = Mrr + Mθθ。 （4）
式中 Mr、Mθ分别对应永磁体剩余磁化强度的径向和
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切向分量。
Mr、Mθ可通过傅里叶级数分解表示为：

Mr = ∑
∞

n = 1，3，5，…
Mncos（npθ）;

Mn =
2Brαp
μ0

sin
nπαp
2

nπαp
2

;

Mθ = 0。

㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣

（5）

式中：Br为永磁体剩磁，T;αp为永磁体的极弧系数。
电机气隙域Ⅰ和永磁体域Ⅱ的标量磁位分别满

足如下的 Laplace方程和 Poisson方程，得到：
∂2φⅠ
∂r2

+ 1r
∂φⅠ
∂r +

1
r2
∂2φⅠ
∂θ2

= 0，Rm ＜ r ＜ Rs;

∂2φⅡ
∂r2

+ 1r
∂φⅡ
∂r +

1
r2
∂2φⅡ
∂θ2

= divMμr
，Rr ＜ r ＜ Rm。

㊣

㊣

㊣

㊣
㊣

㊣
㊣

（6）
再结合无槽 SPBLDCM 模型的磁场边界条件，

得到：
HθⅠ（ r，θ） | r = Rs = 0;

HθⅡ（ r，θ） | r = Rr = 0;

BrⅠ（ r，θ） | r = Rm = BrⅡ（ r，θ） | r = Rm;

HθⅠ（ r，θ） | r = Rm = HθⅡ（ r，θ） | r = Rm。

㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣

㊣
㊣㊣

（7）

于是，在忽略齿槽效应的情况下，可求得渐变气

隙结构下 SPBLDCM气隙磁密的径向分量 BrⅠ和切

向分量 BθⅠ分别为：

BrⅠ（ r，θ） = ∑
∞

n = 1，3，5，…
KB（n） fBr（ r）cos（npθ）;

BθⅠ（ r，θ） = ∑
∞

n = 1，3，5，…
KB（n） fBθ（ r）sin（npθ）。

㊣

㊣

㊣

㊣㊣

㊣㊣

（8）
式中：

KB（n） =
（np - 1） + 2 Rr

Rm
( )

np+1

- （np + 1） Rr
Rm

( )
2np

2 1 - Rr
Rs

( )
2np

[ ]
×

μ0Mn
μr

np
（np） 2 - 1

;

fBr（ r） =
r
Rs

( )
np-1 Rm

Rs
( )

np+1

+ Rm
r( )

np+1

;

fBθ（ r） = -
r
Rs

( )
np-1 Rm

Rs
( )

np+1

+ Rm
r( )

np+1

。

在实际设计中，为减少电机因气隙不均匀引起

的振动和噪声问题，渐变气隙的尺寸通常会远小于

定转子之间的气隙宽度。 因此，渐变气隙对等磁位

面的影响可以忽略不计，则可在工程应用范围内通

过式（1） ～式（8）来求解渐变气隙结构的情况。
以转子圆心为原点，气隙测量半径取 r =5. 6 mm，

所得渐变气隙结构下无槽 SPBLDCM 气隙磁密的径

向分量和切向分量的解析解与有限元解对比如图 3
所示。 由图 3 可知，由于忽略了定子齿尖的聚磁效

应[13]，解析解与有限元解波形存在一定误差，但二

者变化趋势大体一致，由此验证了气隙磁密解析模

型的正确性。

图 3 气隙磁密解析解与有限元解对比图

Fig. 3 Comparison of AM and FEM results of

airgap flux density

3 基于能量法的渐变气隙结构下的齿

槽转矩解析模型推导

  图 4 所示为定子齿与磁极的相对位置，规定

α = 0 为定子齿中心线与磁极中心线对齐的位置，

θ = 0 为磁极中心线。
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图 4 定子齿与磁极的相对位置

Fig. 4 Relative position of stator teeth and magnetic pole

齿槽转矩为定子铁心的齿槽和转子的磁极之间

相互作用而产生的磁阻转矩，其为永磁电机独有的

技术难题。 根据能量法，齿槽转矩 Tcog（α）定义为电

机绕组未通电时内部的磁场能量 W（α）相对于位置

角 α的负导数，即

Tcog（α） = -
∂W（α）
∂α 。 （9）

根据第一节中的假设 3），电机内部的磁场能量

主要来源于电机气隙和永磁体，而永磁体中的磁场

能量不随位置角α改变，一般可忽略，因此只对能产

生齿槽转矩的气隙磁场能量进行考虑，即

W（α） ≈ 1
2μ0 ∫

Lef

0
∫2π
0
∫Rr+δ（θ，α）
Rm

[Br（θ，α） ×

hm
δ（θ，α） ]

2

rdrdθdz =

Lefh2m
4μ0 ∫

2π

0
B2r （θ，α） ×

R2r - R2m
δ2（θ，α）

+
2Rr
δ（θ，α） + 1[ ]dθ。 （10）

式中 Br（θ，α）、δ（ θ，α）分别为 SPBLDCM 气隙磁密

和有效气隙长度沿圆周的分布函数。
由第 2 节的分析可知，渐变气隙结构下无槽

SPBLDCM气隙磁密沿圆周的分布可以近似为沿 y
轴对称的平顶波，因此 B2r （θ，α）为偶函数，可以在区

间（θ - α）∈[ -π / （2p），π / （2p）]进行傅里叶展开为

B2r （θ，α） = B0 +∑
∞

k = 1
Bakcos[2kp（θ - α）]。

（11）

因为定子结构不对称，可对
R2r - R2m
δ2（θ，α）

+
2Rr
δ（θ，α）

在区间 θ∈[ - π / Ns，π / Ns]进行傅里叶展开，即
R2r - R2m
δ2（θ，α）

+
2Rr
δ（θ，α） = G0 +∑

∞

m = 1
[Gamcos（mNsθ） +

Gbmsin（mNsθ）]。 （12）

因为 Ns = 2p，由式（10） ～式（12）可得

W（α） = ∑
4

i = 1
Wi（α）。 （13）

式中：

W1（α） =
Lefπ
2μ0
B0（G0 + 1）;

W2（α） =
Lefh2m
4μ0 ∫

2π

0
B0∑

∞

m=1
[Gamcos（mNsθ） +

Gbmsin（mNsθ）]dθ = 0;

W3（α） =
Lefh2m
4μ0 ∫

2π

0
（G0 + 1） ×

∑
∞

k =1
Bakcos[2kp（θ - α）]dθ = 0;

W4（α） =
Lefh2m
4μ0 ∫

2π

0
{∑
∞

k =1
Bakcos[2kp（θ - α）] ×

∑
∞

m=1
[Gamcos（mNsθ） + Gbmsin（mNsθ）]} dθ。

㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

由于三角函数系具有正交性，因此当 2kp≠mNs
时可得：

∫2π
0
{∑
∞

k =1
cos[2kp（θ - α）] ×∑

∞

m =1
cos（mNsθ）}dθ = 0;

∫2π
0
{∑
∞

k =1
cos[2kp（θ - α）] ×∑

∞

m =1
sin（mNsθ）}dθ = 0。

㊣

㊣

㊣

㊣
㊣

㊣㊣

（14）
又因 2p = Ns，令 k =m = n，则式（10）可表示为

W（α） =
Lefπh2m
2μ0

B0（G0 + 1） +
Lefπh2m
4μ0

×

∑
∞

n = 1
Ban[Gancos（2npα） + Gbnsin（2npα）]。

（15）
由式（9）和式（15），可得渐变气隙结构下 SP-

BLDCM的齿槽转矩解析表达式为

Tcog（α） =
Lefpπh2m
2μ0
∑
∞

n = 1
nBan[Gansin（2npα） -

Gbncos（2npα）]。 （16）
由式（16）可知，只要针对渐变气隙结构下的

SPBLDCM模型，通过简化分析求得气隙磁密傅里叶

系数 Ban、渐变气隙的相对磁导傅里叶系数 Gan和
Gbn，即可求得相应的齿槽转矩解析模型。
3. 1 永磁体的气隙磁密傅里叶系数 Ban

当电机永磁体厚度相同且均匀分布时，B2r （ θ，

α）沿圆周的分布函数可简化为沿 y 轴对称的矩形

波，如图 5 所示。
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图 5 B2r (θ,α)沿圆周的分布

Fig. 5 B2r (θ,α) along the circumference

B2r （θ，α）的各次傅里叶系数为

Ban =
1
π / 2p ∫

π
2pαi

- π2pαi
B2r h2mcos（2npθ）dθ =

2
nπB

2
r h2msin（nαiπ）。 （17）

式中 αi为计算极弧系数，其定义为一个极距下气隙

磁密平均值与最大值的比值，即 αi = Bδav / Bδ。
3. 2 渐变气隙的相对磁导傅里叶系数 Gan和 Gbn

Gan和 Gbn的各次傅里叶系数分别为：

Gan =
1
π / Ns ∫

π
Ns

- πNs

R2r - R2m
δ2（θ）

+
2Rr
δ（θ）[ ]cos（nNsθ）dθ;

（18）

Gbn =
1
π / Ns ∫

π
Ns

- πNs

R2r - R2m
δ2（θ）

+
2Rr
δ（θ）[ ]sin（nNsθ）dθ。

（19）
有效气隙长度为磁通从永磁体内径 Rr至定子

齿内沿偏心圆弧的路径长度，如图 6 所示，其可根据

路径的不同分为：
1）经过渐变气隙的路径 1，其气隙长度按转子

铁心到定子铁心的磁通路径计算;
2）经过定子槽的路径 2，其气隙长度按转子铁

心到定子铁心的直线距离和定子槽内理想化为四分

之一圆弧的磁通路径之和计算。

图 6 渐变气隙结构下 SPBLDCM简化模型

Fig. 6  Simplified model of SPBLDCM with gradient
airgap structure

由于 SPBLDCM 每个定子齿的结构是相同的，
下面以其中一个定子齿为例，对齿槽转矩进行求解和

分析。 如图 7所示，定子齿内沿为偏心圆弧，记偏心圆

的圆心坐标为（X，0），半径为 Rg，电机定子齿宽为 ts。

图 7 偏心圆弧示意图

Fig. 7 Schematic diagram of eccentric arc

以电机轴为极点，定子中心线为极轴，顺时针为

极角的正方向，将偏离圆心坐标（X，0）转换为极坐

标（ρ0，θ0），表示为：
ρ0 = X;

θ0 =
π
2 。

} （20）

定子齿内沿的偏心圆弧的半径 Rg为

Rg = R2s + X2 - tsX。 （21）
根据极坐标下圆的方程，定子齿内沿的偏心圆

弧的曲线方程为

（ρsinθ - ρ0） 2 + （ρcosθ） 2 = R2g。 （22）
由式（20） ～式（22），即可求得渐变气隙所对应

的有效气隙长度，即路径 1 的长度为

δ（θ） = - ρ20 cos2θ + R2g + ρ0sinθ - Rr;

θ∈ - πNs
+ b2 ，

π
Ns
- b2( )。

㊣

㊣

㊣

㊣㊣

㊣㊣

（23）
将磁通在定子槽内的路径理想化为四分之一圆

弧，且圆弧的半径为求解位置与定子齿端点的最短

距离，则路径 2 的长度为：

δ（θ） = -
π（gmin + Rm）

2 θ + πNs
- b2( ) +

hm + gmin，θ∈ - πNs
， - πNs

+ b2[ ];

δ（θ） =
π（gmax + Rm）

2 θ - πNs
+ b2( ) +

hm + gmax，θ∈
π
Ns
- b2 ，

π
Ns

[ ]。

㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣㊣

㊣
㊣
㊣
㊣㊣

（24）
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式中：

gmin = - ρ20 cos2 -
π
Ns
+ b2( ) + R2g +

ρ0sin -
π
Ns
+ b2( ) - Rm;

gmax = - ρ20 cos2
π
Ns
- b2( ) + R2g +

ρ0sin
π
Ns
- b2( ) - Rm。

4 基于自适应复化梯形的齿槽转矩

计算

  渐变气隙函数沿圆周的分布如图 8 所示。 由

式（16） ～ 式（24），即可得到渐变气隙结构下 SP-
BLDCM的齿槽转矩解析模型为

Tcog（α） =
pLefNsB2rh2m
μ0π
∑
∞

n =1
sin（nαiπ） ×

∫
π
Ns

-πNs

R2r -R2m
δ2（θ）

+
2Rr
δ（θ）[ ]cos（nNsθ）dθsin（2npα）{ -

∫
π
Ns

-πNs

R2r -R2m
δ2（θ）

+
2Rr
δ（θ）[ ]sin（nNsθ）dθcos（2npα）}。

（25）

图 8 渐变气隙函数沿圆周的分布

Fig. 8 Distribution of gradient airgap function
along circumference

由式（25）可知，所推导出的齿槽转矩解析模型

中各变量如 p、Rr、Rm、δ（θ）等均与电机结构相关、具
有明确的物理意义，便于设计人员在齿槽转矩优化

时寻找各变量之间的规律。 但其定积分中含有三角

函数与有效气隙长度分段函数的倒数的乘积，难以

直接求解。 为提高计算精度、减小计算量，采用自适

应复化梯形求积法对解析模型进行求解。 即当被积

函数无法用表达式表示，或者被积函数有表达式但

无法求得其原函数时，用数值积分的方法对其进行

离散化[14]。 先将求积区间分为 N个子区间，并用低

阶的求积公式求得每个子区间上的梯形面积，然后

将所有子区间的梯形面积进行累加求和，得到整个

求积区间上的近似积分值。 当被积函数为 x（ t），求
积区间为[a，b]时，利用复化梯形公式得到的数值

积分结果[15]为

Tn =
h
2 x（a） + 2∑

n-1

i = 1
x（ ti） + x（b）[ ] 。 （26）

式中：h = （b - a） / n为积分步长;ti = a + ih 为分点，
其中 i = 0，1，2，…，n;x（a）和 x（b）为所选区间两端

点上的函数值。
在使用复化梯形公式进行数值积分之前，必须

选择适当的步长。 如果步长太大，求积精度难以得

到保证;而如果步长太小，将增加计算量。 然而，事
先确定一个合适的步长通常是困难的[16]。 为解决

上述问题，本文采用自适应复化梯形的求积方案。
该方法通过逐次等分步长，在计算过程中反复利用

复化梯形求积公式，直到每次等分前后的两次积分

近似值接近为止。 这种方法具有计算精度高、易于

计算机编程实现的特点，相比有限元法而言，计算时

间大大缩短。
本文以图 8 中第 I部分为例应用自适应复化梯

形求积法，具体算法流程如下所示。
步骤 1：定义

δ（θ） = -
π（gmin + Rm）

2 θ + πNs
- b2( ) + hm + gmin;

步骤 2：定义

f（θ） = R2r - R2m
δ2（θ）

+
2Rr
δ（θ）[ ]cos（nNsθ）;

步骤 3：初始化积分区间[ - π / Ns， - π / Ns +
b / 2]和精度要求 eps;

步骤 4：使用复化梯形公式计算区间[ - π / Ns，
- π / Ns + b / 2]上的积分值 I1;

步骤 5：将区间[ - π / Ns， - π / Ns + b / 2]二等

分，继续使用复化梯形公式计算子区间上的积分值

I2、I3;
步骤 6：计算 I的近似误差 e = 1 / 3 × | I1 - （ I2 +

I3） | ;
步骤 7：如果 e ＞ eps，则调用递归算法，将子区

间继续二等分并计算积分值;否则，返回 I 为区间

[ - π / Ns， - π / Ns + b / 2]的数值积分解，结束。
同理，可再使用两次自适应复化梯形求积法，对

图 8 中Ⅱ、Ⅲ区间的的数值积分解进行求解，将三次

数值积分的结果进行累加，即可求得式 （ 18 ），
式（19）同理。 通过以上步骤，得到渐变气隙结构下
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SPBLDCM齿槽转矩的解析模型。

5 有限元法验证

本文以一台内转子 SPBLDCM 为例，通过有限

元仿真验证所提出的渐变气隙结构下 SPBLDCM 齿

槽转矩解析模型的有效性。
如图 9 所示为在均匀气隙和渐变气隙结构下的

SPBLDCM齿槽转矩有限元解。 其中 B、D 分别为均

匀气隙结构下齿槽转矩的正峰值点和负峰值点。
A、C、E 是齿槽转矩的过零点。 但由于在 A、E 两点

处，转子受力后将在齿槽转矩的作用下逐渐远离，因
此该两点被认为是不稳定定位点，在本文中不予讨

论，下文所提及的过零点均指的是稳定定位点 C。
渐变气隙结构下的 A′、B′、C′、D′点同理。

图 9 均匀气隙和渐变气隙结构下的 SPBLDCM齿槽转

矩有限元解

Fig. 9  FEM result of SPBLDCM cogging torque with

uniform airgap and gradient airgap

由图 9 可知，由于电机转子倾向于在磁阻最小

的位置停留，因此当 SPBLDCM 采用均匀气隙结构

时，齿槽转矩和电磁转矩的过零点均位于定转子几

何中心线 α = 0 处。 当定子绕组通电后，电机转子

所受的电磁转矩也为 0，因此存在起动死点问题。
另外，由于磁极与定子槽之间的相互作用，齿槽转矩

的波形在一个极距范围内表现为正、负峰幅值相等，
平均值为 0。 而当 SPBLDCM采用渐变气隙结构时，
一方面，过零点会偏离 α = 0 的位置，由点 C 位置向

点 C′位置移动，定义该夹角为过零点偏移角度;另
一方面，会使齿槽转矩波形的正峰明显大于负峰。
这与现有的理论分析结果相吻合，同时验证了有限

元模型的正确性。

分别利用解析法和有限元法对定子偏离圆心距

离 X从 0 变化到 1 mm 时的齿槽转矩进行求解，并
将计算结果进行比较，如图 10 所示。

在图 10 中， - 10°≤α≤10°对应为定子齿的位

置， - 22. 5°≤α≤ -10°和 10°≤α≤22. 5°对应为定

子槽的位置。 从图 10 可以看出，解析结果与有限元

结果变化趋势一致，验证了本文提出的渐变气隙结

构下 SPBLDCM齿槽转矩解析模型的准确性与有效

性。 但由于在构建齿槽转矩模型中，忽略了永磁体

的极间漏磁，且磁密在槽中的路径也是理想化等效

为平行直线与四分之一圆弧，这导致复化梯形积分

的误差被不断累积，使得解析结果与有限元结果在

处于定子槽的位置时有一定偏差。
为进一步验证本文提出的渐变气隙结构下 SP-

BLDCM齿槽转矩解析模型的准确性，需分析对起动

死点影响最大的齿槽转矩过零点偏移角度和峰值。
分别将图 10（a） ～图 10（ f）中解析解与有限元解中

的齿槽转矩过零点偏移角度和峰值进行对比，如
图 11所示。 在均匀气隙结构下，也就是定子偏离圆

心距离 X 为 0 时，齿槽转矩的过零点偏移角度为

α = 0，正负峰值以零点为对称点，呈中心对称的形

状;在渐变气隙结构下，随着定子偏离圆心距离 X
的不断增大，过零点偏移角逐渐增大，但渐有饱和趋

势。 此时若继续在增加定子偏离圆心距离 X，只能

增大齿槽转矩正峰值，却无法有效地增大过零点偏

移角和起动转矩。 这是由于定子偏离圆心距离 X
过大时会减小气隙磁密，降低电机输出功率。 使电

机在维持等效功率输出时体积增大，从而引发损耗

的增加以及效率的降低。
由图 11 可以看出，解析结果与有限元结果在齿

槽转矩计齿槽转矩过零点偏移角度和峰值方面的变

化趋势是基本吻合的，但二者在定子偏离圆心距离

X较大时仍存在一定误差，这是因为在仿真中考虑

了当 X较大时，最小气隙长度 gmin≈0 的较为特殊的

临界情况。 而在实际电机设计中，气隙过小会增大

摩擦损耗、给定转子装配带来困难，因此 gmin不可能

达到理想状态下的最小值。 因此本文提出的渐变气

隙结构下 SPBLDCM 齿槽转矩解析模型，能在满足

工程实际要求范围内较好地估计齿槽转矩过零点偏

移角度和峰值，能够给 SPBLDCM 设计相关人员提

供参考，大大缩短电机设计所需时间。
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图 10 齿槽转矩解析解与有限元解对比
Fig. 10 Comparison of AM and FEM results of cogging toruqe

图 11 齿槽转矩过零点偏移角度和峰值的解析解与有限元解对比
Fig. 11 Comparison between AM and FEM results for over-zero offset angle and peak value of cogging torque
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6 结 论

1）针对 SPBLDCM 特有的渐变气隙结构，推导

了不计及齿槽效应的气隙磁密解析模型，并用有限

元法进行验证。 计算结果表明，解析解与有限元解

具有较好的一致性，表明该模型能较为准确地求解

渐变气隙结构下气隙磁密分布。
2）针对 SPBLDCM 有限元仿真繁琐耗时的问

题，利用能量法推导齿槽转矩的解析表达式，并对其

中的气隙磁密和有效气隙长度函数进行了简化和傅

里叶分解，得到齿槽转矩的解析模型。 引入自适应

复化梯形公式求解该解析模型，并与有限元法进行

对比，验证了解析模型的准确性与有效性。 该方法

使 SPBLDCM齿槽转矩模型实现了完全解析化，且
解析模型中各变量均与电机结构相关、具有明确的

物理意义，为 SPBLDCM 优化设计的自动化编程提

供了理论依据。
3）采用本文建立的 SPBLDCM 齿槽转矩模型，

进一步地对定子偏离圆心距离 X 为 0 ～ 1 mm 的渐

变气隙结构进行计算，得到不同情况下的齿槽转矩

过零点偏移和峰值。 计算结果表明，定子偏离圆心

距离 X存在一个临界值 Xm，当 X≥Xm后，齿槽转矩

过零点偏移角渐有饱和趋势，但其正峰值却线性增

大。 因此，在满足 SPBLDCM 顺利自起动的前提下，
应取 X≤Xm来削弱齿槽转矩峰值，以达到减小转矩

脉动、降低噪音和增加电机运行稳定性的目的。 本

文提出的齿槽转矩解析模型为 SPBLDCM 设计提供

了相关参考，有利于设计人员在优化初期就明确齿

槽转矩与电机各设计参数之间的变化规律，从而大

大缩短电机设计所需时间。
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